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注意事項

1. 問題冊子はこの表紙を入れて８枚からなる．試験開始の合図があるまでは問題冊子を
開けないこと．

2. 問題は専門基礎課題が３題 ([1],[2],[3])と専門課題が４題 ([4],[5],[6],[7])の合計７題あ
る．そのうち４題選択し解答せよ．ただし，
[4] を選択する場合には (A), (B) のいずれか一つに答えよ．両方を選ぶことはできない．
[5] を選択する場合には (C), (D) のいずれか一つに答えよ．両方を選ぶことはできない．
[7] を選択する場合には (G), (H), (I) のいずれか一つに答えよ．二つ以上を選ぶことはで
きない．

3. 答案冊子は答案用紙４枚からなる． それぞれの答案用紙に，学術院名・研究群名・
学位プログラム名・受験番号を記入すること． 解答は答案用紙１枚につき１題とし， そ
れぞれの答案用紙の左上に解答する問題番号を記入せよ． また，[4], [5], [6], [7] では
(A), (B), (C), (D), (E), (F), (G), (H), (I)の記号も記入せよ．おもて面だけで書ききれな
い場合には，「ウラへ」と明記して裏面を使用してよい．

4. 下書用紙は４枚ある．それぞれの下書用紙に，学術院名・研究群名・学位プログラム
名・受験番号を記入すること．

5. 問題冊子も下書用紙も回収する．



数学

注意 C は複素数全体，R は実数全体，Q は有理数全体, Zは整数全体, N は自然数全体
のなす集合を, それぞれ表すものとする.

[1] f をR上の実数値連続関数とする．

(1) y, z ∈ Rに対して

U(y, z) =

∫ y

0

f(t) sin(z − t) dt

と定める．すべての x ∈ Rに対して

∂U

∂y
(x, x) +

∂U

∂z
(x, x) =

∫ x

0

f(t) cos(x− t) dt

が成り立つことを示せ．

(2) x ∈ Rに対して

u(x) =

∫ x

0

f(t) sin(x− t) dt

と定める．すべての x ∈ Rに対して

u′′(x) + u(x) = f(x)

が成り立つことを示せ．



数学

[2] a, bを実数とする．3次正方行列

A =

1 2 3

2 3 4

3 a b


と，Aの定める線形変換 f : R3 → R3, f(x) = Axを考える．Aの階数が 2であるとき，
以下の問いに答えよ．

(1) bを aで表せ．

(2) f の核Ker f の基底を 1組求めよ．

(3) f の像 Im f について，Ker f ⊂ Im f が成り立つとき，aと bの値を求めよ．

[3] 集合 Aのベキ集合（Aのすべての部分集合から成る集合）を P (A)で表す．写像
f : P (A) → P (A)は，次の条件を満たすとする．

すべてのX,Y ∈ P (A)に対して，X ⊂ Y ならば f(X) ⊂ f(Y )である．

P (A)の部分集合Rを
R = {X ∈ P (A) | f(X) ⊂ X}

と定める．

(1) R ̸= ∅ を示せ．

(2) X ∈ Rならば f(X) ∈ Rであることを示せ．

(3) B =
∩
X∈R

Xとする． このとき，すべてのX ∈ Rに対してB ⊂ f(X)が成り立つこ

とを示せ．

(4) (3)のBについて，f(B) = B を示せ．
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[4] 次の (A), (B)のうち 1つを選び解答せよ．

(A) 以下の問いに答えよ．

(1) C[x]をCに係数を持つ多項式環とする．C[x]が整域であることを示せ．

(2) C[x]が単項イデアル整域であることを示せ．

(3) C[x, y]をCに係数を持つ 2変数の多項式環とする．C[x, y]が単項イデアル整域でな
いことを示せ．

(4) Iを xy − 1で生成されるC[x, y]のイデアルとする．剰余環R = C[x, y]/Iが単項イ
デアル整域かどうかを判定し，その理由を述べよ．

(B) 以下の問いに答えよ．

(1) Z2 = {(m,n) |m,n ∈ Z}を通常の加法で加法群とみなす．任意の a ∈ Zに対して

f((1, 2)) = (2, 3), f((2, 5)) = (5, a)

を満たす群の準同型 f : Z2 → Z2が一意的に存在することを示せ．また，この準同
型 f が同型となるような a ∈ Zをすべて求めよ．

(2) 加法群 Z2における指数 2の部分群をすべて求めよ．

(3) qを素数とし，剰余群Z/qZの単位元を 0で表す．また，Gを群とし，φ : G → Z/qZ
を群の準同型とする．Gの元 xの位数が qと異なる素数 pであるとき，φ(x) = 0で
あることを示せ．

(4) nを 2以上の整数とし，Snを n次対称群とする．φ : Sn → Z/3Zを群の準同型とす
るとき，任意の σ ∈ Snに対して φ(σ) = 0であることを示せ．
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[5] 次の (C), (D)のうち１つを選び 解答せよ．

(C) R3の元 x, yに対して，xの標準ノルムを ∥x∥とし，xと yの標準内積を ⟨x, y⟩で表
す．C∞級写像 f : R3 × R3 → R3を

f(x, y) =
(
∥x∥2, ∥y∥2, ⟨x, y⟩

)
で定める．

(1) R3 × R3の各点における f の微分写像の階数を求めよ．

(2) M = f−1(1, 1, 0)はR3 × R3の 3次元部分多様体であることを示せ．

(3) M 上のC∞級関数 φを

φ(x, y) = x1 + y1, x = (x1, x2, x3), y = (y1, y2, y3)

で定める．M の点
(
(
√
2
2
, 0,

√
2
2
), (

√
2
2
, 0,−

√
2
2
)
)
は φの臨界点であることを示せ．

(D) 位相空間 (X,U)からハウスドルフ空間 Y への連続写像 f : X → Y に対し

x ∼ y ⇐⇒ f(x) = f(y)

によりX上に同値関係∼を定める．商集合X/∼に対して，p : X → X/∼を自然な射影
とし，

Q =
{
A ⊂ X/∼

∣∣ p−1(A) ∈ U
}

とおく．

(1) QはX/∼の位相であることを示せ．

(2) (X/∼,Q)はハウスドルフ空間であることを示せ．

(3) (X,U)がコンパクト空間ならば，p : (X,U) → (X/∼,Q)は閉写像であることを示せ．
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[6] 次の (E), (F)の両方に解答せよ．

(E) C上の有理型関数 f(z) =
z2

z4 + 1
を考える．R > 1に対して，半円領域

AR = {z = reiθ | 0 ≤ r ≤ R, 0 ≤ θ ≤ π}

の境界に反時計まわりに向きをつけた曲線をCRとする．

(1) ARの内部に含まれる f の極をすべて求め，そこでの留数を求めよ．

(2) 積分
∫
CR

f(z)dzを考えることにより，

∫ ∞

−∞

x2

x4 + 1
dx

を求めよ．

(F) EをR内のルベーグ可測集合，ϕをE上の非負ルベーグ可積分関数とするとき，

lim
n→∞

n

∫
E

log

{
1 +

ϕ(x)

n

}
dx =

∫
E

ϕ(x) dx

となることを示せ．
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[7] 次の (G), (H), (I) のうち１つを選び 解答せよ．

(G) D = {(l,m) ∈ N2 | l < m}とおく. 写像 f : D → Nが, 条件

すべての (l,m) ∈ Dに対して f(l,m) ≤ l

を満たすとき，以下の主張を示せ．ただし，Nの空でない部分集合Aに対し，minAはA

に含まれる最小の自然数を表す．

(1) XをNの無限部分集合とする．このとき，X \ {minX}の無限部分集合 Y と i ∈ N
が存在して，すべての n ∈ Y に対して f(minX,n) = iが成り立つ．

(2) 次の２条件を満たすNの無限部分集合の減少列X0 ⊃ X1 ⊃ X2 ⊃ · · · が存在する．

(a) minX0 < minX1 < minX2 < · · · .

(b) 任意のk ∈ NとXk+1の任意の2元m < nに対してf(minXk,m) = f(minXk, n)

が成り立つ．

(3) Nの無限部分集合H が存在して，H の任意の 3元 l < m < nに対して f(l,m) =

f(l, n)が成り立つ．

(H) 確率変数Xは次の確率密度関数

f(x, θ) =


(3θ)3

2x4
exp

(
− 3θ

x

)
(x > 0),

0 (x ≤ 0)

をもつとし，この分布から無作為標本X1, . . . , Xnを抽出したとする．ただし，θ > 0と
する．

(1) Xの平均Eθ(X)を求めよ．

(2) X1, . . . , Xnを用いて，θの不偏推定量 θ̂nを１つ与え，その分散Varθ(θ̂n)を求めよ．

(3) X1, . . . , Xnのもつ θに関するフィッシャー情報量 In(θ)を求め，(2)で与えた θ̂nの θ

における効率 (In(θ)Varθ(θ̂n))
−1 を求めよ．
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(I) 以下の問いに答えよ．

(1) n1, n2, . . . , nrを対ごとに互いに素な正の整数とし，a1, a2, . . . , arを任意の整数とす
る．連立合同方程式

x ≡ ai (mod ni) (i = 1, 2, . . . , r) (∗)

の整数解 xを求める手順を示し，その手順で求めた xが (∗)を満たすことを示せ．

(2) 連立合同方程式

13x ≡ 21 (mod 37), 7x ≡ 20 (mod 47)

の各式を
x ≡ a1 (mod 37), x ≡ a2 (mod 47)

の形に変形せよ．

(3) (2)の連立合同方程式の正の整数解の中で最小のものを求めよ．


